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Résumé : L'objectif de cet article est double. D'une part obtenir un résultat d'isogénies 
horizontales (dans l'esprit de Frey-Jarden [6]) pour une certaine (vaste) famille de variétés 
abéliennes sur un corps de nombres K et d'autre part appliquer ce résultat pour obtenir une 
caractérisation "radicale", suivant la méthode de Hall-Perucca [S], des classes d'isogénie 
de variétés abéliennes dans ladite famille. Précisément nous obtenons un résultat pour 
les variétés abéliennes pleinement de type GSp, classe contenant notamment les variétés 
abéliennes A/K de dimension 2 ou impaire et génériques (telles que End^-(A) = Z). 



Abstract : The goal of this article is twofold. First we obtain a horizontal isogenies 
theorem (in the spirit of Frey-Jarden [6]) for a certain (large) class of abelian varieties 
on a number field K. Secondly we apply this resuit in order to obtain a "radical carac- 
terization", following Hall-Perucca [8], of the isogenies classes of abelian varieties in the 
preceeding class. Precisely we obtain a resuit for the abelian varieties faithfully of type 
GSp, a class containing the abelian varieties A/K of dimension 2 or odd and generic (such 
that End^(A) = Z). 



1 Introduction 

L'objectif de cet article est double. D'une part obtenir un résultat d'isogénies horizontales 
(dans l'esprit de Frey-Jarden [6]) pour une certaine (vaste) famille de variétés abéliennes 
et d'autre part appliquer ce résultat pour obtenir une caractérisation "radicale", suivant 
la méthode de Hall-Perucca [S], des classes d'isogénie de variétés abéliennes dans ladite 
famille. Précisément nous obtenons un résultat pour les variétés abéliennes pleinement de 
type GSp au sens de la définition 1{T] ci-dessous. 

*nicolas. ratazzi@math.u-psud.fr 
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Soit A une variété abélienne de dimension g > 1 définie sur un corps de nombres K. 
Considérant l'action du groupe de Galois Gal(K/K) sur les points de £°°-torsion, pour £ 
premier, on associe naturellement à A/K, la représentation £-adique 

p^ A : G K := Ga\(K/K) GL(T e (A)) - GL 2g (Z e ) 

avec Te{A) = limA[£ n ] le module de Tate £-adique de A et on note également son image 

Pi°°,a {Gk) '■= Gt>°o^A- 

Nous noterons également p^A et G^a (voire pi et Gj> s'il n'y a pas d'ambiguité) les objets 
déduits modulo l. On supposera pour simplifier que A est munie d'une polarisation princi- 
pale. Dans est à valeurs dans GSp 2s (Z^) (dans le cas général, une polarisation 
e sur A étant choisie, munissant les Ti(A) d'une forme alternée et, la représentation est à 
valeurs dans GSp 2g (Te(A) , e^)). 

Un problème naturel est de savoir quand l'image G^ A est d'indice fini dans GSp 2s (Z£), 
voire surjective pour tout premier l assez grand (dépendant de A/K). 

Définition 1.1 Soit A/K une variété abélienne de dimension g > 1. Nous dirons que A 
est pleinement de type GSp si A est telle que 

W>0, Pi , A (G K ) = GS V2g (¥ i ). 

On sait par exemple après Serre [TF] que toute courbe elliptique sans CM, ie à anneau 
d'endomorphismes (sur K) End K (A) = Z, est pleinement de type GSp (il s'agit même 
dans ce cas d'une condition équivalente à être sans CM sur K). En dimension quelconque, 
une condition nécessaire est d'avoir End K A = Z ; cette condition n'est pas en général 
suffisante, mais on sait qu'elle l'est (cf. théorème 11.31 ci-dessous) si g n'appartient pas à 
l'ensemble exceptionnel S défini comme suit. 

Notations 1.2 On note S l'ensemble des entiers g > 1 tels que 2g est une puissance fc-ième 
avec k > 3 impair ou soit de la forme ( 2 fc fc ) avec k > 3 impair ; en symboles : 

S := {g > 1 | 3k > 3, impair, 3a > 1, g = 2^ 1 a fc }u j# > 1 | 3k > 3, impair, g = ~ {^^j J 

(1) 

Dans notre contexte le résultat important est un théorème de Serre [19] complété par Pink 
[T3] . où l'ensemble S est décrit par l'équation (CQ) ci-dessus, et dans une autre direction par 
Hall 0. 

Théorème 1.3 (Serre, Pink, Hall) Si A/K est une variété abélienne de dimension g 
n'appartenant pas à S, définie sur un corps de nombres, telle que End K (A) = Z ; alors 
A est pleinement de type GSp. Si g est quelconque mais l'on suppose que le groupe de 
Mumford-Tate MT(A) = GSp et que le modèle de Néron de A sur Ok possède une fibre 
semistable avec dimension torique égale à un, la même conclusion vaut. 
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Remarque 1.4 Dans [18] (théorème 3 paragraphe 7), Serre démontre que, dans le cas où 
MT(A) = GSp (équivalent à End^(A) = Z quand g ^ S), le fait que le groupe Geoo est un 
sous-groupe de GSp 29 (Z^) d'indice fini entraîne que Ge est égal à GSp 2fl (F^) pour £ assez 
grand, que ceci implique que G^ est égal à GSp 23 (Z^) pour £ assez grand et enfin que 
cela est vrai si g est impair ou valant 2 ou 6 ; dans [15] . Pink établit que le groupe G^oo 
est un sous-groupe de GSp 29 (Z,£) d'indice fini pour les valeurs de g évitant l'ensemble S. 
Enfin Hall [7] montre que dans le cas où MT(A) = GSp, si l'on suppose que le modèle de 
Néron de A sur Ok possède une fibre semistable avec dimension torique égale à 1, alors 
on obtient la même conclusion. 

Le théorème 11.31 précédent donne une vaste classe de variétés abéliennes pleinement de 
type GSp. Nous pouvons maintenant énoncer le premier de nos deux résultats, le théorème 
d'isogénies horizontales. 

Théorème 1.5 Soient A,B/K deux variétés abéliennes pleinement de type GSp, sur un 
corps de nombres K . Soit c > telle qu'il existe un ensemble infini A de nombre premiers, 
vérifiant 

W G A, [K (A[£],B[£}) : K {A[£})} < c. 
Alors A est K-isogène à B. 

Dans le cas de dimension 1, ceci est un résultat de Frey-Jarden [6] basé sur les travaux de 
Serre [T7], cf. également [TU] section 5. En fait le résultat de [6] est plus général car il vaut 
pour des courbes elliptiques quelconques sur un corps K de type fini sur son sous-corps 
premier. Par des méthodes différentes on peut obtenir un résultat analogue dans le cas des 
variétés abéliennes de type CM. Ceci fera l'objet d'un travail ultérieur. 

Notons que l'on ne suppose pas a priori que A et B sont de même dimension : c'est une 
conséquence automatique. 

Nous pouvons maintenant énoncer notre second résultat (dû à Hall-Perucca [8] en dimen- 
sion 1). 

Théorème 1.6 Soit K un corps de nombres et soient Ai,A2/K deux variétés abéliennes 
pleinement de type GSp. Considérons S un sous-ensemble de places finies de K, de bonne 
réduction pour Ai et A 2 , de densité analytique 1 et supposons également donné un sous- 
ensemble A infini de l'ensemble des nombres premiers. Alors Ai est K-isogène à A 2 si et 
seulement si 

Vf G S 1 , Vf G A (£\ Card(Ai(W v )) ^ £ | Card(A 2 (F t) ))) . 

Notons que l'on sait après Faltings [5] que la classe d'isogénie d'une variété abélienne 
A/ K est donnée par sa fonction (, qui donne en particulier les valeurs Ca.id(A(¥ v )). Notre 
résultat (dont la preuve utilise [5]) prouve qu'une donnée sensiblement plus faible est en 
fait suffisante (au moins pour les variétés abéliennes pleinement de type GSp). 
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S'il est clair qu'un tel résultat doit se borner à des variétés abéliennes sans facteur carré 
(ie A isogène à un produit Yl^i les A4 deux à deux non isogènes), il doit être possible, en 
utilisant les résultats connus sur les images de Galois (cf. notamment [TF] et [9]) de traiter 
au moins le cas des produits de courbes elliptiques sans facteur carré. Nous comptons 
revenir sur ce problème dans un article ultérieur. 

Plan de l'article : Après des rappels sur les groupes symplectiques utilisés dans toutes 
les autres parties, nous prouvons le théorème 11.51 dans les paragraphes 3 et 4, suivant 
la méthode de [6] en étendant le paragaphe 6 de [T7] à notre situation. Nous utilisons 
ensuite ce résultat et, adaptant la méthode de [8] en dimension supérieure, nous prouvons 
le théorème 11.61 dans la dernière partie. 

Remerciements : Je remercie Pascal Autissier et Chris Hall pour les commentaires qu'ils 
m'ont fait sur une version préliminaire de ce texte. 

2 Rappels sur les groupes symplectiques 

2.1 Les groupes Sp et GSp 

Soit J une matrice antisymétrique non dégénérée, on définit le groupe algébrique : 



On introduit À : GSp 2g — > G m , l'homomorphisme qui associe à M son multiplicateur 
A(M). 

Remarque 2.1 Notons le lien suivant entre l'application multiplicateur et le déterminant : 

VM G GSp 2 (det M) = X(M) 9 . 



Rappelons également le lien bien connu entre caractère cyclotomique, représentation l- 
adique et multiplicateur : 

Lemme 2.2 En notant pi la représentation l-aàique raoàl associée à une variété abélienne, 



GSp 29 j := {M e GL 2g | 3A(M) G G m , l MJM = X(M)J) . 



Après changement de base, on peut supposer que J = ( j £ j ; on 
GSp 2gi j. C'est un groupe algébrique sur Z, et on a 





la composée X o p £ : GaX(K/K) — > n'est autre que le caractère cyclotomique Xcyci- 
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2.2 Simplicité et automorphismes 

Nous rassemblons ici quelques résultats classiques sur les groupes symplectiques, leurs 
sous-groupes distingués et leurs automorphismes. 

Lemme 2.3 Soient g\,g% deux entiers strictement positifs et soit l un nombre premier 
impair. On se donne également C {±1} C Sp 2ffi (F^) pour i G {1, 2}. Alors 

\S V2gi (W e )/Z 1 \ = |Sp 2g2 (F £ )/Z 2 | => 9l = g 2 . 

2 

Démonstration : Le cardinal d'un £-Sylow est £ 9i . □ 



Lemme 2.4 Soit g > 1 et soit K un corps ; on exclut les cas g = 1, K = ¥ 2 , F3 ou F4 et 
g = 2, K = F 2 . Le seul sous-groupe normal non trivial de Sp 2g (K) est son centre {±1} ; 
les K -automorphismes de Sp 2fl (-fT) sont tous intérieurs et ceux de PSp 29 (fT) proviennent 
par quotient des précédents. 

Démonstration : Voir Dieudonné [4J, Chap. IV paragraphe 3 et Chap. IV paragraphe 6. □ 

Remarque 2.5 II est clair (c'est en fait plus facile à montrer) que tout automorphisme du 
groupe algébrique Sp 2g est induit par un automorphisme intérieur. On peut aussi étendre 
ce lemme au groupe des similitudes symplectiques. 

Lemme 2.6 Soit G un groupe fini et H un sous-groupe normal de G dont le centralisateur 
est trivial (i.e. tel que Cg{H) = {1}). Un automorphisme de G induisant l'identité sur H 
est l'identité sur G. 

Démonstration : Soit ip G Aut(G) tel que ip\H = idn- Soit x G H et y G G alors 
ip^xipiy)^ 1 = ipd/xy^ 1 ) = yxy^ 1 . On en tire y~ 1; ip(y) G Cg(H) donc ip{y) = y et on 
a bien ip = idc- □ 



Lemme 2.7 Soit g > 1 et K un corps comme dans le lemme \2J^ Les K- automorphismes 



de PGSp 2g (i^) sont tous intérieurs et l'action par conjugaison se fait via un élément de 

Sp 2g W- 

Démonstration : Il s'agit de la preuve de [TU] que nous rappelons ici. Le groupe PSp 29 (if) 
est le sous-groupe des commutateurs de PGSp 29 (K), donc, si est un automorphisme de 
PGSp 29 (if), sa restriction à PSp^if) induit un automorphisme de PSp 2g (K). Or le lemme 
12.41 nous indique que de tels automorphismes sont intérieurs et proviennent par quotient 
d'un automorphisme (nécessairement intérieur) de Sp 2g (K). Par ailleurs, le quotient de 
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PGSp 2a (i^) par PSp 2g (K) n'est autre que le groupe K x /K x2 comme on le voit en écrivant 
le diagramme commutatif suivant : 



{±1} 



GSp 2g (K) 



PSp 29 (K) -PGSp 2 JK) -iT< / (K 



Notamment tout automorphisme de PGSp 2g (K) induit un automorphisme 0| sur PSp 2g (K). 
Soit y G Sp 2g (K) tel Q ue 

Vx G PSp 2g (K), 0| (x) = yxy~ x . 

Définissons -0 G Aut(PGSp 2ff (-fQ) par if)(x) = yxy" 1 . Montrons que o est l'identité 
sur PGSp 2s (i^). On sait déjà que (0 o ip~ 1 )\psp 2g (K) = id et on conclut grâce au lemme [231 
en observant que le centralisateur de PSp 2 JK) dans PGSp 2 JK) est trivial. □ 



Lemme 2.8 Soit l > 3 premier. Soit H un sous-groupe fermé de Sp 29 (Z^) se projetant 
surjectivement sur Sp 29 (F^) ; alors H = Sp 29 (Z^) . 



Démonstration : Voir Serre [18], lemme 1 page 52. 



□ 



3 Réduction à un twist quadratique près 
3.1 Un lemme de réduction 

Dans la suite, A désignera toujours un ensemble infini de nombres premiers, Ai et A 2 sont 
des variétés abéliennes pleinement de type GSp, de dimensions respectives gi, g 2 , définies 
sur un corps de nombres K. Nous noterons également 

Ni := K (Ai[£], A 2 [£]) et M t := K {A x [t\) n K (A 2 [£]) . 

Énonçons maintenant notre lemme de réduction. 



6 



Lemme 3.1 On suppose ici qu'il existe c > et un ensemble A infini tel que pour tout 
£ G A, on a 

[N e :K(A 1 [£])]<c. 
Alors, gi = g 2 et pour tout £ G A assez grand, on a 

soit K(A 1 [£]) = K(A 2 [£]), soit [N e : K (A 1 [£])] = 2 = [K (A 1 [£]) : M e ] . 

Démonstration : Soit £ G A. On considère le diagramme commutatif suivant : 



Nr^KiA^A^l}) 




Mi := K (Ax[£]) H K (A 2 [£\) 

kQh) 

Notons He (respectivement H^) le groupe correspondant à l'extension K(A\[£])/Me (res- 
pectivement K(A 2 [£])/Mt). L'extension Me/K(fie) est galoisienne donc si £ est assez grand, 
les variétés abéliennes Ai et A 2 étant pleinement de type GSp, les groupes ELj et sont 
des sous-groupes distingués de Sp 2ffl (F£), respectivement Sp 292 (F^). Par le lemme 127^1 on en 
déduit que ces groupes sont {1}, {±1} ou le groupe spécial symplectique tout entier. Nous 
allons distinguer les différents cas possibles. 

1. Si B.£ = {1}. Dans ce cas l'extension i^(A![£]) est incluse dans i^(yl 2 [£]) et donc 
N £ = K{A 2 [£\). Dès lors, soit R' e = {1} et donc K(A X [(\) = K{A 2 [£\) ; soit B.' e = {±1} 
et on obtient l'égalité de cardinaux suivante : 2 x |Sp 2pi (F^) | = |Sp 2ff2 (F^) | donc gi = g 2 
par le lemme I2T31 et l'égalité précédente est alors impossible. Enfin, si = Sp 292 (F^), 
alors i^(Ax[^]) = Me = K(fie) ce qui est impossible. Donc 

H, = {1}^H^ = {1}. 

2. Si B.£ = {±1}. Dans ce cas on sait déjà que = {1} est impossible (par symétrie 
avec le cas précédent). De même, si = Sp 2g2 (We), alors Me = K(fie) et donc 
He = Sp 2gi (¥e) ce qui est absurde. Donc 

H, = {±1}^ = {±1}. 

3. Si ELj = Sp 2si (F^) on voit immédiatement par symétrie avec les cas précédents que 
nécessairement B.' £ = Sp 2g2 (¥e). Or et A'(A 2 [£]) sont linéairement disjointes 
au dessus de Me donc |H^| = [Ni : < c ce qui est impossible si £ est 
suffisamment grand. 
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Dans les deux premiers cas précédents notons que l'on aboutit à une égalité de la forme 

|Sp 2si (F,)/H,| = |Sp 292 (F £ )/H;| 

et le lemme 1231 implique g\ — g 2 . □ 

Ce lemme dit notamment que s'il existe une constante c > telle que pour un ensemble 
infini de premiers on a [Ni : -K^AJ^])] < c, alors en fait la même chose est vraie avec c = 2. 
Nous supposerons désormais c = 2 dans la suite. 

3.2 Résultat à un twist quadratique près 

Nous conservons les notations du paragraphe précédent. Par ailleurs, étant données deux 
représentations Sadiques, pi : Gk — > GL ni (F^) et p 2 : Gk — > GL n2 (¥i), nous écrirons 
Pi ~ P2 si pi et p 2 sont équivalentes, c'est à dire si n := ni = n 2 et s'il existe u G GL n (F^) 
tel que vr x p\u = p 2 . 

Proposition 3.2 Soit i un nombre premier tel que Gi^ = GSp 29 .(F^). On suppose de 
plus que gi = g 2 et que [Ni : i^(v4i[£])] < 2. Alors il existe un caractère quadratique 

e e : G K ->■ {±1} tel que p i>Al ~ et ® pi,A 2 - 

Démonstration : Notons g l'entier g\ = g 2 et introduisons la projection canonique ni : 
GSp 29 (F^) — » PGSp 29 (F^) de noyau F£ . Notons p Al t la composée de p All i P& r et de même 
pour A 2 . Posons La x ,i le corps fixé par ~kei(j> Al l ) et de même pour La 2 ,i correspondant à 
Pa 2 e- -^e corps La u i est le sous-corps de fixant le centre de Gk(a,[£])/k)- Nous 

allons montrer que 

L>Ax,l — La 2 ,i- (2) 

Admettons ([2]) un instant et voyons comment conclure : par la théorie de Galois on ob- 
tient ker(p Ai ^) = kei(p A2 ^). Ainsi, à un automorphisme de PGSp 2s (F^) près, ~Pa 1 ,i e ^ Pa 2 / 
coïncident. Or d'après le lemme ET] les automorphismes de PGSp 2fl (F£) sont intérieurs et 
l'action par conjuguaison se fait via un élément de Sp 29 (F^). Autrement dit, 

3y G Sp 23 (F £ ) Vx G G K , ir e (p Al ,e{x)) = vr £ (y -1 p Au i{x)y) . 
Ainsi il existe un morphisme ei : Gk — > F^ tel que 

Vx G G K , pA 1: e( x ) = £ e( x ) {v^PA^^y) ■ 

En composant par le morphisme multiplicateur et en appliquant le lemme [2721 on en déduit 
que 

Vx G G K , ei(x) 2 = 1. 

Reste à prouver l'assertion pour conclure. C'est ce que nous allons nous attacher à faire 
ci-dessous. 
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Commençons par remarquer que si = if(A 2 [£]), il n'y a rien à montrer. En 

utilisant les hypothèses, on suppose donc dans ce qui suit que 

[K[(A 1 [£]):M e ] = [K[(A 2 [£)):M e ]=2. 

Notamment, la représentation pt,A^ envoie M e sur l'unique sous-groupe {±1} distingué 
d'ordre 2 de Sp 2ffl (F/). 

Fait 1 : Le corps K(fj,e) H La u £ est l'unique sous-extension quadratique de K(fj,g)/K. 

Pour i assez grand, l'extension K(/ig)/K est cyclique de groupe de Galois F£. Elle possède 
donc une et une seule sous-extension quadratique correspondant à l'unique sous-groupe 
d'indice 2 de F£. On a le diagramme 

K(A 1 [i]) 

K((j,e) L Al ,t 

Or le groupe engendré par Sp 291 (F£) et F^ (correspondant via la théorie de Galois à l'ex- 
tension K([/,e) H L/A u e) n'est autre que le sous-groupe 

{xM G GSp 29i (F,) xGF^Me Sp 29i (F £ )}. 

Ce sous-groupe est d'indice 2 dans GSp 2 (F^). En effet, il est clair sur la définition du 
multiplicateur À que X(xl) = x 2 pour tout scalaire non nul x. Dès lors on conclut en 

considérant la décomposition M 2 = À(M) (^j^M 2 ^j ainsi que le fait que les carrés de F^ 
forment un sous-groupe d'indice deux dans F^ pour i impair. □ 
Fait 2 : On a l'égalité M e = L Al ,e(ne)- 

Par construction, LA lt e est le sous-corps de des invariants par F^ = Z(GSp 2gi {^e))- 

Or on a vu que Mg est le sous-corps de ^(Aiff])) des invariants par {±1} = Z(Sp 2gi (F^). 
On en déduit que L Al ,e est inclus dans M e . L'extension K(A 1 [£])/M e étant de degré deux, 
il suffit de voir qu'il en est de même pour l'extension K(Ai[£\)/LA u e(fJ>e) pour conclure. 
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Pour cela il suffît de regarder le diagramme d'extensions suivant : 




K 

□ 

Symétriquement le corps La 2 ,£ vérifie également les faits 1 et 2. Le groupe de Galois 
GaA(M/K(fj,i) = PSp 2 g(^i) étant simple non abélien, ceci détermine le corps L^i de 
manière unique. □ 



4 Preuve du théorème 1.5 



Nous utiliserons ci-dessous la version suivante des résultats fondamentaux de Faltings |5J. 

Proposition 4.1 (Faltings) Soient A et B deux variétés abéliennes sur un corps de 
nombres K. Notons pe°°,A '■ Geà(K/K) — > Aut(T^(Â)) ; respectivement : GaA(K / K) — > 
Aut(A[£]), la représentation associée à l'action de Galois sur les points de torsion de A. 
On définit de même p^ B et pe t B- 

- Si p£oo A est isomorphe à p^ B alors A est K-isogène à B. 

- Il existe Cq = Cç,(A, K) telle que si pour un entier £ > Cç, et = pi^ alors A est 
K-isogène à B. 

Démonstration : Dans l'article de Faltings [5], le premier énoncé est démontré dans le 
Korollar 2, page 361 ; le deuxième énoncé, pour pg, peut se déduire des démonstrations 
comme cela est montré par Zarhin [2T], Corollary 5.4.5. □ 

Soit K un corps de nombres et soient Ai, A 2 deux variétés abéliennes de dimensions respec- 
tives gi,g2, pleinement de type GSp, définies sur K, telles qu'il existe c > et un ensemble 
infini A de premiers, tels que [N# : < c pour tout £ e A. 

D'après le lemme de réduction I3.1[ on voit que g\ = g 2 =: g et que [Ni : G {1, 2} 

(quitte à enlever un nombre fini de premiers de l'ensemble A). La proposition 13.21 entraine 
alors qu'il existe un morphisme quadratique 

e e : G K ->■ {±1} tel que p i<Al ~ £ £ g) p^ M . 
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Proposition 4.2 Si £ > 4g + 1, alors et est non ramifié en toute place ultramétrique non 
ramifiée sur Q en laquelle Ai et A 2 ont bonne réduction. En particulier, lorsque £ varie, 
le noyau ker(ee) varie dans un ensemble fini. 

Démonstration : Il s'agit de reprendre l'argument de la preuve du lemme 8 de p2] en 
utilisant le corollaire 3.4.4. de [2] en lieu et place des corollaires 11 et 12 de [Hj : soit v 
une place ultramétrique du corps K telle que Ai et A 2 ont bonne réduction en v et que v est 
non ramifiée sur Q. Supposons que la caractéristique de v est l (en effet et est non ramifié 
en v sinon [20]) et notons kt une clôture algébrique de Fg. Notons par ailleurs Xi, ■ ■ ■ , X2g 
(respectivement x'ii ■ ■ ■ ■> X2 g ) l es caractères du groupe d'inertie modérée en v à valeurs dans 
k£ , intervenant dans le module galoisien A\[£] <8> kt (resp. A 2 [£] <8> kt), cf. p2] paragraphe 
1.13. et [H] corollaire 3.4.4. En notant e v la restriction de et au groupe d'inertie en v, on 
a pour tout i, (quitte à renuméroter les xi) 

Xi ^vXi 

Comme l'indice de ramification e(v) de v est 1, le corollaire 3.4.4. de |1 1 nous dit que les 
Xi sont de la forme 

où pour tout r, e(r) G {0, 1} et où les 9^ sont les n caractères fondamentaux de niveau 
n, l'entier n pouvant varier dans 1, . . . , 2g. Les invariants des Xi e ^ Xi dans Q/Z (cf. [17] 
paragraphe 1.7) varient dans l'ensemble : 

C £ki £k n 

X = \ < k i)T n 7 + ■ • • + < k -)- | h 6 {0, . . . ,n - 1], ne {!,..., 2g} 



Enfin, comme si — 1, son invariant est ou \ et est de la forme x — x' avec x, x' G X. Or 



si 



x = e(fci)- H h e(k n )- -, 

y ' fin 1 y ' fin 1 7 

< ac < < 



En particulier, |x — x'\ < jzi, et comme i > 4^ + 1, on voit que \x — x'\ < |, donc 
nécessairement l'invariant de e v vaut 0, ce qui signifie que e v est non ramifié en v. □ 

Soit £ G A, £ > 4g + 1. Les q définis précédemment sont non ramifiés en dehors d'un 
ensemble fini de places de K indépendant de £. Ceci implique que les En varient dans un 
ensemble fini (quand £ est variable). Quitte à remplacer A par une sous-partie infinie, on 
peut donc supposer que Si est indépendant de £ : notons le s. Sur l'extension K' de K 
correspondant au noyau de e, on obtient donc que les représentations Pi,a x et pe t A 2 son t 
isomorphes. Par la seconde partie de la proposition 14.11 ceci implique que Ai et A 2 sont 
K -isogènes, ce qui conclut la démonstration. □ 



11 



5 Radicaux et isogénies 



Dans cette partie nous supposerons données deux variétés abéliennes Ai,A 2 /K sur un 
corps de nombres, pleinement de type GSp, de dimensions respectives gi,g 2 . 

Notations 5.1 Étant donnée une variété abélienne A/K, nous noterons Sk(A) (voire S (A) 
s'il n'y a pas de confusion possible) l'ensemble des places finies de K de bonne réduction 
pour A. Si v est une place de bonne réduction, la variété réduite modulo v est une variété 
abélienne sur le corps F„. Par ailleurs, pour tout nombre premier £, nous introduisons la 
fonction 

ft,A '■ S K {A) -» {0, 1}, définie par v h-> min{l, ^(Card(A(F„))}. 

Par construction fe,A( v ) = 1 si et seulement si £ | Card(y4(F„)). 
Le théorème 11.61 se reformule ainsi de la manière suivante : 

Théorème 5.2 (=théorème [TT6j) : Soient Ai,A 2 /K comme précédemment. Soit S' un 
sous-ensemble de densité 1 de Sk{Ai) D Sk(A 2 ). Soit A un ensemble infini de nombres 
premiers. Alors, 

Ai est K-isogène à A 2 si et seulement si W G A, Vf G 5", fi^iy) = ft,Ai{ v )- 

Notons que seule la partie si doit être prouvée, la partie seulement si étant facile. Suivant 
la stratégie de [8] nous décomposons la preuve de l'implication si en trois étapes : 

1. Montrer, pour l variant dans un sous-ensemble infini Ai de A, que l'on a X(Âi[£]) = 
K(A 2 [£]), puis en déduire que Ai et A 2 sont fT-isogènes. 

2. Montrer qu'il existe un caractère quadratique e : Gk —> {±1} tel que pour tout £ 
variant dans un sous-ensemble infini A 2 de Ai on a p^Ax ~ £ ® PiM- 

3. Montrer que pour tout £ variant dans un sous-ensemble infini A3 de A2 on a en fait 
Pe,Ar ~ Pe,A 2 , puis conclure que Ai et A 2 sont i^-isogènes. 

5.1 Preuve de l'étape (CD) 

Remarquons que si pour une infinité de £ il est vrai que K(Al[£]) = i^(A 2 [£]) alors notre 
théorème 11.51 sur les isogénies horizontales permet de conclure directement que Ai et A 2 
sont if-isogènes (en effet pour les £ concernés [i^(Âi[£], ^2^]) : -^(^îM)] — !)■ Notons que 
nous utilisons ici de manière sous-jacente les résultats de Faltings [5]. 

Définition 5.3 Soient A,B/K deux variétés abéliennes. Deux fonctions fi, f 2 définies sur 
Sk(A) fi Sk(B)) sont dites essentiellement égales si elles coïncident sur un sous-ensemble 
de densité 1. Nous noterons fi = f 2 une telle paire de fonctions. 

Reste à prouver la première partie de l'assertion. Nous allons pour cela utiliser le lemma 
4.6 de [8] que nous rappelons ci-dessous. 
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Lemme 5.4 (|8J) Soit A\,AijK deux variétés abéliennes de représentations t-adiques 
modulo i notées pe,Ai & Pe,A 2 > de groupes de Galois associés notés G^Ai e t respectivement 
Gg t A 2 - Notons Te C G£ y Ai x Gt,Az le groupe de Galois correspondant à Ai x A 2 . On suppose 
ici que fa Al = f tiAs . Alors 

V(x, y) G T e , det(x - 1) = det{y - 1) = 0. 

Revenons à notre situation et supposons K(Al[£|) ^ i^(A 2 [£]) pour i assez grand. Sup- 
posons par exemple <f_ if(A 2 [^]). Pour i G {1,2}, notons 7Tj la projection de 
C G^A X x Ge,A 2 sur chacun des facteurs Ge, Ai - 

Fait 1 : Le groupe 7ri(ker(7r 2 )) est distingué dans Ge Al et non trivial si <f_ 
K(A 2 [£]). 

En effet, 7Ti surjective et ker(7T2) distingué dans Te entraînent la première partie de l'as- 
sertion. Pour la seconde partie, notons que dire que 7Ti(ker(7r 2 )) = {1} équivaut à dire que 
ker(7r 2 ) C ker^) ce qui équivaut visiblement à dire que ker(7r 2 ) est trivial. On voit dans 
ce cas que le diagramme suivant est commutatif, 




On en déduit dans ce cas que ker(pi^ 2 ) C ker(p^ jJ 4 1 ) donc que l'extension est 
incluse dans i^(A 2 [£]) ce qui contredit l'hypothèse. □ 

Fait 2 : L'élément —1 est dans le groupe 7Ti(ker(7r 2 )). 

En effet, on sait par le lemme [2721 que À o p t)Al = A o pi 7 A 2 , donc si u G 7ri(ker(7r 2 )), il existe 
x G Gk tel que u = pe, Al (%) e ^ Pi,A-i{ x ) = 1- En particulier, À (m) = À(l) = 1, donc u est 
dans le groupe Sp 2gi (F^). Par le lemme |2~741 et le fait 1, le groupe 7r 1 (ker(7r 2 )) est donc {±1} 
ou Sp 29l (F£) et notamment —1 G 7r 1 (ker(7r 2 )). □ 

En appliquant le fait 2, on voit que l'élément (—1, 1) est dans IV Mais det(— 1 — 1) ^ alors 
que det(l — 1) = 0. Les fonctions fe >Al et fi,A 2 étant essentiellement égales, ceci contredit 
le lemme 15741 précédent et conclut la preuve de l'étape ([!]). 



5.2 Preuve de l'étape (gj) 

Nous savons maintenant que les variétés abéliennes Ai et A 2 sont isogènes sur K. En 
particulier elles ont même dimension, notée g. De plus par l'étape (p7J il existe une infinité 
de premiers £ tels que y4 2 [£]) : if(Ai[^])] = 1. Pour un tel premier la proposition 

13.21 affirme l'existence d'un caractère quadratique 

ei : G K ->> {±1} tel que p^ Al ~ £t ® pe,A 2 - 



13 



Nous pouvons alors appliquer la proposition 14.21 Soit £ G A, l > 4g + 1. Les Si définis 
précédemment sont non ramifiés en dehors d'un ensemble fini de places de K indépendant 
de £. Ceci implique que les En varient dans un ensemble fini (quand £ est variable). Quitte 
à remplacer A par une sous-partie infinie, on peut donc supposer que ee est indépendant 
de £. C'est précisément ce que l'on voulait montrer. 

5.3 Preuve de l'étape ([3]) 

Rappelons que Ai et A 2 étant iT-isogènes d'après l'étape (00), elle ont en particulier la 
même dimension que nous noterons g. Montrons que p^A x ~ Pe,A 2 pour une infinité de £. 
La conclusion résulte alors de Faltings (proposition 14. ip . Il suffit donc de prouver le lemme 
suivant : 

Lemme 5.5 Si le caractère s : Gk — > {±1} est non trivial et si pe t Ai ~ Pe,A 2 ® £ > alors les 
fonctions f^Ai et fe,A 2 ne son t P as essentiellement égales pour £ assez grand. 

Pour ce faire nous utiliserons un résultat sur la décomposition d'une place dans une exten- 
sion de la forme i^(A[^]). 

Lemme 5.6 Soit p ^ q deux nombres premiers et soit A/K une variété abélienne sur 
un corps de nombres. Soit v une place finie de K au dessus de p, telle que A a bonne 
réduction en v. Le groupe A(¥ v ) contient A[q] ~ (Z/gZ) 2dimA si et seulement si v est 
totalement décomposée dans l'extension K(A[q])/K. 

Démonstration : Notons ir v l'endomorphisme de Frobenius sur A v /¥ v . Par construction on 

a 

ker(7r t , — Id) = A v (¥ v ). 

Donc A V (W V ) contient un A[g]-groupe si et seulement si ir v \A v [q] = Id^[ g ]. Cette dernière 
assertion est équivalente à dire que le groupe de décomposition D q {v/p) est trivial dans 
Gal(K(A[q])/K). Notons que p étant premier à q, on identifie A v [q] et A[q] via l'injection 
de A(K) torSt p dans A V (W V ). Enfin le dernier point est équivalent à dire que v est totalement 
décomposée dans l'extension K(A[q])/K. □ 

Lemme 5.7 Soit A/K une variété abélienne pleinement de type GSp et L/K une exten- 
sion finie. Si £ est suffisamment grand alors L n -?T(A[£]) = K . 

Démonstration : Il s'agit de la proposition 2.6 de [S]. □ 
Démonstration du lemme 15.51 Notons 

S\ d := { v e Sk(Ai) fl Sk{A2) I v se décompose totalement dans i^(Ai[£])} . 

D'après le lemme I5TB1 précédent, si « 6 S\ d alors Ai(F„)[£] = Ai[£]. En particulier (via 
l'accouplement de Weil) on en déduit que le groupe pe est inclus dans Ai(¥ v ) et donc que 
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£ | Card(Ai(F„)). Ceci prouve que ft^iv) = 1. Montrons maintenant que nos hypothèses 
implique que fi ) A 2 ( v ) — pour v variant dans un sous-ensemble de densité strictement 
positive, ceci contredira que les fonctions f^A x et fi 7 A 2 sont essentiellement égales. 

Précisément notons L/K l'extension quadratique correspondant au caractère e et notons 
( v := e(Frob„) G {±1}- Notons S' e le sous-ensemble de Sj d constitué des v telles que 
( v = — 1. L'ensemble S' e a une densité non nulle d'après le lemme 15771 Reste à vérifier que 
fe t A 2 est nulle sur cet ensemble. 

La place v est totalement décomposée dans i^(Ai[£]) donc pt,A\ (Frob w ) = Id^^. De plus 
le Frobenius est un générateur topologique du groupe de Galois Gw v donc l'accouplement 
de Weil nous permet d'en déduire que si a G G^ v alors a agit trivialement sur /j,g. Notons 
par ailleurs 

n Ai (T) = det(l-pt t A i (Frob v )\V t (A i )T) pour ie{l,2}. 
On voit que v totalement décomposée implique que 

tt Ai (T) = det(l-T) = (1-Tf 9 mod£ 

et si de plus v G S' £ on a également 

tt A2 (T) = (1 +Tf 9 modl 

En particulier, 

Card(A 2 (F^)) = 7rA a (l) = 2 29 mod £ ^ 0. 
Ceci prouve que fi,A 2 ( v ) — ce qui conclut. □ 
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